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1. BREVE APUNTE BIOGRAFICO
LEONHARD EULER nac16 el 15 de abril de 1807 en Basilea. Basi-
lea poseia una de las pocas universidades de la epoca en que la ense-
nanza e investigacion matematica tenia un amplio desarrollo. Ello
fue debido at impulso de la familia de los BERNOULLI, un minimo de
ocho matematicos en tres generaciones. El fundador de la dinastia,
Nicolas, tuvo tres hijos: Jacobo, Juan y Nicolas I. Jacobo y Juan
fueron corresponsales con LEIBNITZy colaboradores del mismo. El
padre de EULER, que era pastor calvinista, siguio las lecciones deja-
cobo e inicio en los conocimientos matematicos a su hijo. Este in-
treso en la Universidad en 1720 con la idea de dedicarse a la teologia
siguiendo las directrices de su padre. Entro alli en conocimiento de
JUAN BERNOULLI que habia sustituido a Jacobo, a su muerte, en la
catedra de Matematicas de la Universidad de Basilea. JUAN BER-
NOULLI supo ver las aptitudes de EULER y lo acogio como discipulo
llegandose a dar periodicamente clases particulares. EULER se gra-
duo a los 17 anos y empezo sus publicaciones a los 18. JUAN BER-
NOULLI tuvo tres hijos, de los cuales, dos de ellos, NICOLAS II y DA-
NIEL fueron matematicos y amigos de EULER. Ambos fueron a la
Academia de S. Petesburgo en 1725, Academia que junto a la de
Berlin y Paris eran los centros cientificos de mayor prestigio del
continente.
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Los hermanos BERNOULLI consiguieron para EULER un puesto
de miembro agregado en la Academia de S. Petesburgo y en 1727
parte de Basilea. En el momento en que llega a Rusia la muerte de
CATALINA I hace que, bajo el reinado de PEDRO II, se pierda el inte-
res en la academia, y EULER se encuentra falto de recursos; en esta
epoca esta a punto de aceptar, algunos historiadores dicen que
acepto, un puesto de teniente en la marina real. En cualquier caso,
en 1730 con la subida al trono de ANA I la vida academica vuelve a la
normalidad y EULER pasa a profesor de ciencias naturales en la mis-
ma y en 1933 sucede a DANIEL en el puesto de miembro de la Acade-
mia, lo que le permitira dedicarse plenamente al quehacer cientifi-
co. Alli permanencera hasta 1741 en que fue invitado por FEDERICO
EL GRANDE de Prusia a la Academia de Berlin. Estuvo en dicho Cen-
tro hasta 1766 en que regreso nuevamente a S. Petesburgo.
La vida de EULER no estuvo libre de tragedias. Una infeccion le
hizo perder un ojo en 1735 y una catarata desarrollada en el Segun-
do le dejo ciego al poco de su regreso a Rusia. En esta situacion per-
manecio durante 17 anos hasta que en 1783 como dijo CONDORCET
"Euler dejo de viviry calcular".
EULER recogio a traves de JUAN BERNOULLI la creacion mate-
matica de LEIBNIz. El momento matematico era excelente para la
eclosion de una personalidad como la de EULER. La creacion del
calculo diferencial e integral en el siglo XVII por NEWTONy LEIB-
NIZ, la de la geometria analltica en 1637 por DESCARTES, los nuevos
conocimientos fisicos como la ley de la gravitacion universal de
NEWTON, las necesidades de la navegacion y de todo el desarrollo
cientifico y social en general dejan el terreno preparado para la
creacion de las nuevas teorias del Analisis. EULER va a recoger esta
herencia, va a disponer de una situacion personal que le permite
dedicarse a la investigacion matematica y fisica y, dotado de una
energia y dotes absolutamente excepcionales, va a situarse en la
primera linea de los matematicos de todos los tiempos. Su pro-
duccion matematica es enorme. Sus obras completas ocupan del
orden de 73 volumenes. Toda la Matematica esta impregnada de
sus trabajos. Sus campos de interes fueron el calculo en general, se-
ries, calculo de variaciones, ecuaciones diferenciales, geometria di-
ferencial y teoria de numeros asi Como aplicaciones de sus teorias a
practicamente todos los dominios de la fisica.
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En esta conferencia vamos simplemente a tratar de aproximar-
nos a un pequeno fragmento de su obra sobre las series y sobre al-
gun problema de interpolacion ; mas explicitamente daremos un
breve resumen sobre sus trabajos sobre la serie de WALLIS, ]as series
que dieron origen a la funcion ^ y, por ultimo algo sobre la funcion
F y las series trigonometricas.
2. SOBRE LA SITUACION DEL CALCULO EN EL SIGLO XVIII
Para situarnos mejor damos un breve apunte sobre la situa-
cion del Calculo en la primera mitad del siglo XVIII. La desgracia-
da controversia sobre la prioridad en la formulacion del Calculo
entre NEWTON y LEIBNIZ dejo, aunque solo parcialmente, aislados a
Jos matematicos ingleses de los continentales. En Inglaterra la
preocupacion por los fundamentos del Calculo se acentuara y se
asiste a debates sobre los mismos interviniendo entre otros BERKE-
LEY(1685-1753), JURIN (1684-1750), ROBINS (1705-51), BROOK TAY-
LOR (1685-1731) y SIMPSON (1710-61). Especialmente aguda es la
critica de BERKELEY que aduce que los matematicos estaban proce-
diendo mas inductiva que deductivamente y que no daban razones
que justificasen los diversos pasos. Critica tanto las fluxiones de
NEWTON como los diferenciales de LEIBNIZ. El cociente de dos dife-
renciales determinara la secante y no la tangente, dira, y si se pre-
tende evitar el error suprimiendo las diferenciales de Orden supe-
rior quiza la acumulac16n de dos errores conduzca a la verdad,
pero dificilmente podra ser esto ciencia.
La Matematica Continental no centrara sus preocupaciones
basicas en los fundamentos. No obstante EuLER organizara y siste-
matizara el nuevo calculo haciendo del concepto de funcion un
punto central, desgajando al Analisis de diagramas y concepciones
geometrica en las que habia estado inmerso hasta el momento. Su
Concepcion sobre los fundamentos del Calculo adolecen, como la
de todos sus contemporaneos, de falta de claridad; asi, al afirmar
que un numero menor que cualquier cantidad debe ser necesaria-
mente cero seguira que las diferenciales dx y dy seran simplemente
cero; sin embargo aceptara que estas cantidades que son cero tie-
nen razones que son numeros finitos. La derivada sera la forma
[385]
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conveniente de determinar este 0/0. Aceptara el - como numero,
pero aceptara distintos ordenes de infinitud y de infinitesimos al
encontrar diferenciales de orden superior. Las pruebas no pueden
en muchos casos ser admitidas con el concepto actual del rigor.
Hay que hater notar no obstante como, muchas de ellas, criticadas
durante muchos anos en que los argumentos E, 6 prevalecian y aun
hoy lo siguen haciendo, pueden hacerse rigurosas en el contexto
del Analisis no-standard introduciendo en 1960 por ABRAHAM Ro-
BINSON y cuyas implicaciones en el Analisis del futuro estan aun por
determinar. Es sugestivo el verificar como, cuando se quieren dar
ejemplos de aplicaciones de dicha teoria se acude, con frecuencia, a
las demostraciones de EULER tachadas como "no rigurosas" duran-
te mucho tiempo.
Vamos a pasar a decir algo sobre el estudio de las series a prin-
cipios del siglo XVIII. El use de las series en esta epoca es muy
grande, se utilizan series para derivation e integration de funcio-
nes, paara obtener longitudes, para explicitar funciones, para cal-
culo de numeros particulares, etc...
El manejo de las sewries era en gran parte formal. No obstante
los problemas que presentaba su use no podian ser ignorados.
Quiza el ejemplo mas simple es la controversia sobre la serie
1-1+1-+1...
JACOBO BERNOUILLI ( 1896 . Opera 2.745- 64) escribe:
r r n 1 r rn2 rn2
1 1+-) +
m+ n m m m m2 m3
que al hacer r = m = n = 1 obtiene como suma 112. GUIDO GRANDI
en su libro Quadratura Circuli et Hyperbole (1703) obtenia el mis-




pero, por otra parte, piensa que su suma debia ser cero al ser agru-
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pada (1 -1) + (1 - 1) + . . . , por to que no encuentra explicacion y
sugiere a LEIBNiz que esta situacion podria ser comparable al de los
misterios de la religion sobre la creacion del mundo en que una
fuerza absolutamente infinita crea algo de la nada absoluta.
LEIBNIZ en una carta a WOLF publicada en Acta Euroditorum
5 (1713) esta de acuerdo con el resultado de GRANDI pero utiliza un
argumento de tipo probabilistico: las sumas parciales de la serie dan
1, 0, 1, 0, 1, . . . ; entonces 0 o 1 son igualamente probables y debe
tomarse la media aritmetica de ambos como valor mas probable de
la suma. Sin embargo cuando WOLF aplica los mismos argumentos




LE!BNiz, dice que las series que tienen suma tienen terminos decre-
cientes y que la de partida es al menos limite de series que verifican
esta condicion . EULER coincidira con un argumento analogo al de
GRANDI para obtener como suma 1/2.
Con EULER el estudio de las series adquiere caracteres de ver-
dadero malabarismo aunque ya hemos dicho que su pensamiento
no esta libre del confusionismo de la epoca. Para EULER el valor de
una serie es el valor de la expresion algebraica de la cual proviene y
en otro momento afirma cuando una serie infinita se obtiene como
el desarrollo de una expresion , puede ser usada en las operaciones
matematicas como equivalente a esta expresion , incluso para los va-
lores en que la serie diverge.
Su fe en el Calculo es tan grande que Para todo se podra dar




parax=-1 dac = 1 +2+3+4+5+... ;perosien
[387]
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El segundo metodo consiste en definir una sucesion cuyo ter-
mino cero es formalmente la serie de WALLIS y computarlo numerl-
camente. Precisando mas, considera la sucesion:
PI=1,P2=2,...,Pn+ I=nPn+1






da Pn= I +(n-1)+(n-1)(n-2)+...
que para n = 0 da formalmente la serie buscada.
Ahora bien, para evaluar P0, EULER aplica la formula de inter-
polacion a la sucesion
1
an y a anlogl0Pn•
P n
En el primer caso encuentra P0 = 0,60542... que corrobora
con el valor a partir de la segunda P. = 0,5996...
En el tercer metodo observa que la serie
S(x)=x-1x2+2x3-6x4+24x5...





La solucion de dicha ecuacion que se anula para x = 0 es:
1 I1i
s (x) = e" j 0 etdt
[390]
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s(l')_e J1 e dt= f1 dv
0 t 0 1-logy
Computa los valores aproximados de las integrates por el metodo
trapezoidal tomando diez subintervalos y obtiene 0,59637255 para
la primera y 0,58734359 para la segunda. Todavia en una Carta a
BERNOULLI computara la segunda integral desarrollando el inte-
grando en serie de potencias e integrando termino a termino.
El cuarto metodo consiste en desarrollar en fracciones conti-




en la forma 1/(1 + B) con
B=
x - 2x2 + 6x'-. . .
1-x+2x2-6x3+...
[391]
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u (x) = 1/1 + x/1 + x/1 + x/1 + 2 x/ 1 + 2 x/1 + 3 x/1 + 3 x/1 + ...
Si damos a x el valor 1 y calculamos la fraccion continua pa-
randonos en uno u otro termino obtenemos diversas aproximacio-




q = 16/1 + 16/ + ... + /1 + 20/1 + 20/1 + r, etc.
de donde determinado r podra calcular p, q y A. En cuanto a r veri-
ficara aproximadamente la ecuacion r = 21/1 + r que se cumple
para r = 4,10977.. .
Todavia EULER encontrara otra expresion para r. Puesto que:
21+21s
r = 21/1 + 21/1 + s =
22+s
y s = 22/1 + 22/ + t, supone que r, s y t estan en progresion arit-
metica con lo que:
2s3+2s2-43s-22=0
que, por el metodo de aproximacion de raices de NEWTON le darn s
= 4,323 que darn lugar a r = 4,31 y
A = 0,5963473621372-
[392]
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!La coincidencia entre los valores encontrados era formidable! El
dominio y la ingeniosidad en la manipulacion de las series es paten-
te en estos resultados; no obstante un interes matemdtico superior
reside en los trabajos sobre lo que se ha llamado la funcion ^ de RIE-
MANN.
4. EULER Y LA FUNCION b
La notacion
c 1
(S) = Y -
n=1n5
corresponde a RIEMANN pero los trabajos de EULER tienen mds de
100 anos de antelacion.




era conocida tras los trabajos de NICHOLAS DE ORESME (1323-1382)
mientras que el problema de encontrar la suma de la serie
v? 1 n2
habia sido propuesta por MENGOLI (1650) y tratado entre otros por
WALLIS , que la computaba con tres cifras decimales, por JUAN BER-
NOULLI, LEIBNIZ, GOLUBACH Y DANIEL BERNOULLI. EULER empieza
su contribucion en 1731 con un metodo para el computo de ^ (2)
aparecido en su articulo De summattone innumerabilium progres-
szonum.
Pueto que
log (1-x) 0C x"_I
= - E -,
x n=1 n
[393]
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se sigue




y haciendo 1 - x = se obtiene:
-
(2)




1 0 1-t x 1-t
Mediante integracion por partes, desarrollo en serie, inte-
grando termino a termino y dando a x el valor 1/2 concluy-- que:
0 1
(2) = (log 2)2 + E 2
n=1 2' n
Esta ultima serie converge mucho mas rapidamente que la de
partida lo que le permite calcular ^ (2) = 1,644934 (STIRLING habia
calculado el ano anterior ^ (2) con 8 cifras correctas).
En varios articulos que aparecieron entre 1732 y 1736 dio
otros metodos de calculo de ^ (2) y de ^ (3) calculando el primero
con 20 cifras decimales. El primer gran triunfo de Euler en este
campo fue en 1734 en que comunica su resultado a DnNIELBER-
NouLLI,.carta de la que solo se conoce la contestacion: El teorema
sobre la suma de las series
1 1 1 p2
1+-+-+-+..._-




es muy notable... " (la notacion p en lugar de it es utilizada por Eu-
LER hasta 1739). Una demostracion aparece en "De summis serie-
rum reciprocarum". Considera la funcion:
[3941
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sen x x x3
f(x)=1- =1- + -...
sena sena 3! sen a
Maneja ahora f (x) como un polinomio de grado infinito y co-









f(x) n 1 2nit+a 2nit+t[-a
Si desarrollamos ahora estos productos aparecen como unas






EULER deriva formulas analogas a las de NEWTON St = 6l, S2 = 61-
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1 1
sent a az
00 1 1 1 1
n
E
1 ( ((2n-1) it--(x)2 + ((2n-1)1[+ a)2 + (2nmt+a )2 + ( 2nrt- )2







( 1 + 32 52 + ... = 1
pero puesto que:
1 1 1





Analogos argumentos le daran el valor ^ (4) y de ^ en algunos otros
valores.
DANIEL BERNOULLI objetarla que no era evidente que todas las
raices de sen x = sen a fuesen reales y que no se podia operar con
series infinitas como si fuesen polinomios. Esta ultima observacion
no seria admitida por EULER e insistiria en que "su metodo esta tan
bien fundado como cualquier otro". De hecho se iniciaba la teoria
de los productos infinitos que tanta trascendencia posterior ten-
dria. Posteriormente daria otras pruebas, quiza tras la objecion de
DANIEL, del calculo de ^ (2) asi como resultados parciales para el
calculo de ^ en los enteros impares.
[396]
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Establecio tambien que







U=1 u2n 2-(2n)! 2n
donde Ben eran los numeros de BERNOULLI, definidos como los coe-




En 1749 en un articulo titulado Remarques sur un beau rap-






que verifica ^ (s) (1•- 21 -S) c (s) y haciendo use del desarrollo de
1
1-x




y teniendo en cuenta lo que se llama habitualmente el metodo de









(2n-' - 1) ,itn
sin es par
si n es impar
13971
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para n = 2, 3, ... , 10 y por otra parte si n = 1 verifica que:
1-1+1-1+... 1
1 1 1 21n2
1--+---+...
2 3 4
y hace la observacion de que la conexion entre las dos relaciones es
"enteramente oculta".
La primera relacion la escribe como
4 (1-n) -(n-1)!(2°-1) 71n
= cos
(n) (2n-I-1)rt° 2
y, aqui aparece la maravillosa intuicion de EULER conjetura que la
igualdad
(1 -s) -F(s)(2'-1) its
-cos-(S) (25-1-1) ita 2




cuando s tiende a 1 y afirma "La validez de nuestra conjetura para s
= 1 (caso que aparece desviado de los otros) es ya una fuerte justifi-
cacion de la verdad de nuestra conjetura ya que parece poco proba-
ble que una hipotesis falsa pudiera verificarse en este caso. Pode-
mos entonces considerar nuestra conjetura solidamente basada,
pero nosotros daremos otras justificaciones igualmente convin-










La relacion en terminos de ^ es:
>t s
^ (1- s^ _ ^ s 2 ' -S r (S> cos 2 ^ (S)
que es la celebre ecuacion funcional que seria probada por RIE-
MANN, para ^ adecuadamente extendida, en 1859, 110 anos mas
tarde.
5. EULER Y LA FUNCION L
En la conjetura sobre la ecuacion funcional aparece la funcion
I'. Esto nos da pie a comentar los trabajos de EULER sobre esta fun-
cion. Esta aparece como solucion a un problema de interpolacion,
en este caso construir una funcion que sobre los numeros naturales
tomase el valor n! Debe observarse a comienzos del siglo XVIII
una funcion es sinonimo de una formula en que aparezcan sumas,
multiplicaciones, cocientes, potencias, rakes, exponenciales, lo-
garitmos, diferenciaacion, integracion y series infinitas, es decir, to
que fue llamado una expresion analitica. El problema fue tratado
pOr GOLDBACH, 57IRLING y DANIEL BERNnULLI entre OLrOS. FUe
plariteadO a EULER y este ariuriClO Sll SOluCIOri a GOLDBACH eri Car-
tas1729 y 1730.
Trabajando EULER con productos infinitos observo que for-
malmente.
n!= l^?In 1 1L131n 2 ^r^ 41n 3 ^ ...I n+1 2 n+2 3 n+3
[3991
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y, por otra parte, si daba a n el valor 1/2, con alguna transforma-
cion, se obtiene el producto infinito de WALLIS:
2.2 4.4 6.6 Ti
1.3 3.5 5.7 2
expresiones enteras mientras que para otros n/2; esto hacia alus16n
a circulos y cuadraturas. EULER habia manejado integrales que
cumplian este fenomeno. Parecia natural pensar en una expres16n
integral para n!






.Sustituyendo e por f/g y, siguiendo notaciones originales:
1 ... n f + (n + 1) g $xf/ g (1-" )n dx
(f+g)(f+2g)...( f+ng) gn+1
Haciendo f = 1, g = 0 en el miembro de la izquierda se obtiene
n!; EULER debia entonces determinar lo que el escribira:
x°d x (1 -X)n
f 0n + 1
Sustituye entonces
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Considera entonces la expresion
1 -x'
z
para z nulo y por una regla conocida (refiriendose a la que conoce-
mos hoy como regla de 1'H(5pital) obtiene:
-xZdz•inx
dz
que para z = 0 le dara - In x. Escribe entonces
1-x° (1-x°)
_
-In x y = (-In x)°
0 on
y con ello concluye que
n! =f 1 (-In x)° dx
Esta integral tiene sentido para n no entero y es la llamada se-
gunda integral eulerina y que LEGENDRE llamo funcion F (n + 1).
Mas tarde , EuLER, en 1781 , haciendo el cambio t = - lnx obtendria
la expresion habitual:
I' (n + 1) = f o x" e -" dx
[401]
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La relation con la funcion B (m, n) =fox`"-' dx, a la que LE-
GENDRE llamaria primera integral euleriana,
I^ (m) r (n)
B (m, n) _
I' (m + n)
seria tambien encontrada por EULER.
fi. SERIES TRIGONOM^TRICAS
Veamos por ultimo un apunte sobre Los trabajos de EUI, F,R so-
bre Las series trigonometrical . En 1729 trata el problema de la in-
terpolation de una funcion tal que f ( n) = 1, problema que con na-
turalidad aparecia en astronomia . Si la funcion es y = f (x) por la
formula de TAYLOR:
fCxtH=yty't.^-Y"t. ..
Puesto que f (x + 1) = f (x), al menos para x enteros, la funcion
debia satisfcer la ecuacion diferencial de orden infinito:
Aplica ahora EULER Los metodos de resolution de ecuaciones
diferenciales lineales de orden finito que el mismo habia publicado,




Para ello resolvers en primer Lugar
( 1+ n) n=1
[402]
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que tiene el factor lineal z y los factores cuadraticos
z




























se obtienen las soluciones ± i 2 k it a las que corresponde la integral
aksen2krtx+Akcos2knx.




con los coeficientes ak y Ak ligados para que f (n) = 1 para cada n.
En el mismo articulo demuestra que la solucion general de la ecua-
cionf (x)=f(x-1)+X(x)es:
Oc
f(x)= f0x X(i;)d^+2 E cos2nit x f0x X(4) cos 2ntt^ d +
n=1
[403]
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00
P2 E sen2n7tx foX(^)sen2nn^d^
n=1
es decir, aparece en 1750 lo que ahora llamamos un desarrollo en
serie de FOURIER (1768-1830).
Otros procedimientos completamente distintos son utiliza-
dos para obtener desarrollos en serie trigonometricos. Asi, en 1977
obtiene los coeficientes de la serie trigonometrica utilizando argu-
mentos de ortogonalidad de las funciones trigonometricas como
los que usamos hoy.
Aunque hayamos dado una vision forzosamente superficial
sobre los metodos de trabajo de EULER con las series, en cualquier
caso hemos intentado aproximarnos lo suficiente para admirar y
aprender algo, una vez mas, de la personalidad de ese calculista por
excelencia, manipulador de series extraordinario, gran creador de
algoritmos de calculo, de intuicion formidable que fue LEONHARD
EULER.
BIBLIOGRAFIA
AYOUB, R.- Euler and the Zeta Function. Amer Math. Monthly
1974. 1067-1086.
EDUWARDS, Jr. C. H.- The Historical Development ofthe Calculus.
Springer 1979.
DAVIS PHILip,Leonhard Euler's Integral: A Historical Profile
of the Gamma Funcion" Amer. Math. Monthly 66, 1959.
849-869.
EULER, L.- Opera Omnia. B. G. Teubner and Orell Fussly. 1911
en adelante.
KLINE MORRIS.- Mathematical Thought from Ancient to Modern
Times. Oxford U.P. 1972.
[404]
